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1
实数系的构造和数列极限

1.1 Review: 基本定义和定理

1.1.1 数列极限

定义 1.1 数列极限的定义

设 {xn} 是一个给定数列,a 是一个实常数, 如果对于任意给定的 ϵ > 0, 可以找到正整
数 N , 使得当 n > N 时,

|xn − a| < ϵ

成立, 则称数列 {xn} 收敛于 a,（或者 a 是数列 {xn} 的极限）, 记为

lim
n→∞

xn = a

如果我们知晓邻域的概念,那么我们就可以引入下面的阐述,这样就可以给数列极限一
个可视化的理解：

定义 1.2 数列极限的几何阐述

设 {xn} 是一个给定的数列,a 是一个实常数, 如果对于任意给定的 ϵ > 0, 可以找到正
整数 N , 使得当 n > N 时,xn ∈ O(a, ϵ), 则

lim
n→∞

xn = a

另外, 读者可以给出数列发散（即不收敛）的严谨定义（即练习 1.1）

进一步的, 我们可以对具有特殊极限或者有广义极限（参见如下说明）的数列给予命

1



2 第 1 讲 实数系的构造和数列极限

名,这样我们就有了无穷小量和无穷大量的概念,这两个概念很好地帮助了我们理解了数列
的极限.

定义 1.3 无穷大量和无穷小量

1. 如果数列 {xn} 收敛于 0, 则我们称数列 {xn} 是无穷小量;

2. 如果对于任意给定的 G > 0, 可以找到正整数 N , 使得当 n > N 时,

|xn| > G

成立, 则称数列 xn 是无穷大量, 记为

lim
n→∞

xn = ∞.

如果无穷大量 {xn}最终恒正（或者恒负）,则称其为正无穷大量（或者负无穷大
量）.

并且, 如果数列 {xn} 是无穷大量, 我们则认为数列 {xn} 有着广义极限.

另外, 我们经常能在提题目中看见类似下面的表述： lim
n→∞

xn = a (−∞ < a < +∞), 这
表明数列 {xn} 收敛于某个常数, 而并非无穷大量.

利用无穷小量这一概念,我们可以给出数列极限的两个十分好用的等价定义,但是需要
先讨论一下无穷大量和无穷小量的性质.

性质 1.1 无穷大量和无穷小量的性质

1.

推论 1.1 数列极限的等价定义

1. 如果数列 {xn − a} 是无穷小量, 则数列 {xn} 收敛于 a;

2. 设 {xn} 是一个给定数列,a 和 K (K > 0) 是两个实常数, 如果对于任意给定的
ϵ > 0, 可以找到正整数 N , 使得当 n > N 时,

|xn − a| < Kϵ

成立, 则
lim
n→∞

xn = a

我们需要格外注意并且理解第二条推论, 这允许我们更容易证明数列收敛于某个极限.
下面开始复习数列极限的一些性质：
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性质 1.2 数列极限的性质

1.（极限的唯一性）收敛数列的极限必唯一;

2.（数列的有界性）收敛数列必有界;

3.（数列的保序性）

4.（夹逼定理）

性质 1.3 数列极限的四则运算

定理 1.1 Stolz 定理

设 {yn} 是严格单调递增的正无穷大量, 且

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= a (a ∈ R ∪ {−∞,+∞})

则有：

lim
n→∞

xn
yn

= a

Stolz定理的证明是十分经典的先处理极限是 0的情况,再利用这种容易证明并且容易
推广的情况帮助完成后续证明的例子.

1.1.2 实数系完备性定理

定义 1.4 有界性

我们称一个集合 A 有上界, 当且仅当 ∃ M ∈ R, ∀x ∈ A, x < M

类似地, 我们可以定义集合有下界. 当一个集合既有上界又有下界, 我们称这个集
合有界.

我们记 U 是 A 的全体上界所组成的集合, 则显然 U 没有最大数, 但是当 U 有最

小数 β 的时候, 我们称 β 是 A 的上确界, 记作

β = sup A

按这种方式, 我们也可以定义下确界.



4 第 1 讲 实数系的构造和数列极限

容易看出, 确界有两个性质, 我们这里以上确界举例：

性质 1.4 上确界的性质

对于数集 S 的上界 β:

1. β 是数集 S 的上界：∀x ∈ S, 有 x ⩽ β.

2. 任何小于 β 的数不是数集 S 的上界：∀ϵ > 0, ∃ x ∈ S, 使得 s > β − ϵ.

定理 1.2 实数系连续性定理——确界存在定理

非空有上界的实数集必定有上确界, 非空有下界的实数集必定有下确界

教材上本定理的证明是由无穷小数法给出的, 比较符合直观、比较容易理解. 倘若以公
理法定义实数集,本条定理会作为实数系的连续性公理存在. 而后续我们会给出由Dedekind
分割以及由 Contor基本列给出的两种不同的证明,这两种体系均能够很好地建立起完备且
连续实数系.

定理 1.3 单调有界数列收敛定理

单调有界数列必定收敛, 更确切地说, 数列一定收敛于他的确界．

这个证明通过确界存在定理以及确界的性质可以很容易给出, 这里留作练习.

定理 1.4 闭区间套定理

如果一组闭区间 {[an, bn]} 满足条件:

1. [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], n = 1, 2, 3 · · · ;

2. lim
n→∞

(nn − an) = 0;

则称这列闭区间形成一个闭区间套.

对于闭区间套 {[an, bn]}, 存在唯一的实数 ξ 属于所有的闭区间 [an, bn], 且有 ξ =

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

利用闭区间套定理可以得到一个似乎和闭区间套定理完全不搭边的一个定理, 但是这
个定理是刻画实数系性质的一个很重要的定理:
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定理 1.5

实数集是不可列集.

证明

用反证法：假设实数集 R 是可数集, 则可以找到一种排列规律使得

R = {x1, x2, · · · , xn, · · · },

则任取一个闭区间 [a1, b1] ⊂ R 且 x1 /∈ [a1, b1], 然后将此区间三等分：则在等分后的区
间： [

a1,
2a1 + b1

3

]
,

[
2a1 + b1

3
,
a1 + 2b1

3

]
,

[
a1 + 2b1

3
,
b1
3

]
中, 必存在一个区间, 这个区间不包含 x2, 则将这个区间记作 [a2, b2], 则继续之前的操
作 (这是可以一直做下去的), 则我们可以得到一个闭区间套 {[an, bn]}, 满足：

xn /∈ [an, bn]

则根据闭区间套定理, 存在一个实数 ξ 属于所有的闭区间, 换言之：

ξ 6= xn�(n = 1, 2, 3, · · · )

而这恰恰与集合 {x1, x2, · · · , xn · · · } 表示实数集 R 矛盾! □

这个定理的证明很经典, 各位可以复习一下.

下面这个定理在证明一个数列的发散与否很有用, 这一点可以类似于判断方向导数的
存在性.

定理 1.6

如果数列 {xn} 收敛于 a, 则它的任何子列 {xnk
} 也收敛于 a.

定理 1.7 Bolzano-Weierstrass 定理

有界数列必有收敛子列.

在数列无界的时候, 我们也有类似的定理
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定理 1.8 Bolzano-Weierstrass 定理 (无界版)

若数列 {xn} 是一个无界数列, 则必存在一个子列 {xnk
} 使得 lim

k→∞
xnk

= ∞

Bolzano-Weierstrass 定理的另外一种表述如下：

定理 1.9 Bolzano-Weierstrass 定理

实数轴上的任何有界无限点集 S 至少存在一个聚点.

定义 1.5 基本列

如果数列 {xn} 满足：对于任意给定的 ϵ > 0, 总存在一个自然数 N , 使得当 m,n > N

时, 有：
|xm − xn| < ϵ

则称数列 {xn} 是一个基本列.

定理 1.10 Cauchy 收敛定理

数列 {xn} 收敛的充分必要条件是 {xn} 是基本列.

Cauchy 收敛定理表明了很重要的一件事: 由实数组成的基本列 {xn} 必存在实数极限,
这个性质被称为实数的完备性. 我们在引入了点集拓扑等更深刻的理论之后会介绍另外一
条实数系完备性定理——有限覆盖定理, 这是实数系完备性定理的最后一块拼图, 更好地刻
画了实数系的性质.

定理 1.11 压缩映射定理

1.1.3 例题与练习

例 1.1

证明：任何数列都有单调子列.
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证明

首先, 对于无上界或者无下界的数列, 根据无界的定义, 我们能很容易地证明这个数列
存在单调子列 (更确切地说, 无上界的数列必有递增子列, 无下界的数列必有递减子
列).
我们考虑有界的数列, 分以下两种情况：

1. 如果 ∀k ∈ N, 数列 {ak+n} 存在最大数, 则我们按下列方式构造单调递减数列
{amn

}：对于 k = 1, 取数列 {a1+n} 的最大数 am1
, 接着考虑数列 {am1+n}, 其必

有最大数 am2
且 am2

< am1
, 继续考虑数列 {am2+n} · · · 这是可以一直做下去的,

这样, 我们就得到了一个单调递减的子列 {amn
}.

2. 如果至少存在一个 k, 令数列 {ak+n} 不存在最大值, 则我们按下列方式构造单
调递增数列 {ak+mn

}：对于 m1 = 1, 由于此数列不存在最大值, 所以可以取出
m2 > m1, 令 ak+m1

< ak+m2
· · · 这是可以一直做下去的, 这样, 我们就得到了一

个单调递增的子列 {ak+mn
}.

□

通过这个例题和单调有界数列收敛定理,我们可以直接得到 Bolzano-Weierstrass定理.

例 1.2

如果数列 {xn} 满足 lim
n→∞

xn = a (−∞ < a < +∞), 则证明：

lim
n→∞

n∑
k=1

xk
n

= a.

例 1.3

设 0 < λ < 1, lim
n→∞

an = a, 证明：

lim
n→∞

(an + λan−1 + λ2an−2 + · · ·+ λnan) =
a

1− λ

习题

We can never ’reach’ infinity, we must develop methods which allow us to prove
statements about infinitely many function values ’near infinity’.
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——Herbert Amann

1. 计算:

lim
n→∞

(
n∑

k=1

√
1 +

k

n2
− n

)

1.2 数列的上下极限

我们首先考虑下面两个数列：

an = inf{xk|k ⩾ n, k ∈ Z} bn = sup{xk|k ⩾ n, k ∈ Z},

由于 an 不减,bn 不增, 亦即

a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an ⩽ · · · ⩽ bn ⩽ · · · ⩽ b2 ⩽ b1,

由于单调有界数列收敛, 所以 {an} 和 {bn} 的极限存在, 分别称之为数列 {xn} 的下极限和
上极限, 记之为

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

an lim
n→∞

xn = lim
n→∞

bn.

某些时候, 我们也会见到 lim inf
n→∞

xn 和 lim sup
n→∞

xn 的写法, 我们只需要清楚这仅仅是记

号的不同而已.

1.3 点集拓扑初步

定理 1.12 Heine-Borel 有限覆盖定理



2
函数极限与连续性

2.1 Review: 基本定义和定理

2.1.1 函数极限

定义 2.1 函数极限：ϵ− δ 语言

设函数 y = f(x) 在点 x0 的某个去心邻域中有定义, 即存在 ρ > 0, 使

O(x0, ρ)\{x0} ⊂ Df

如果存在实数 A 使得对于任意给定的 ϵ > 0, 可以找到 δ > 0, 使得当 0 < |x− x0| < δ

时, 成立
|f(x)− f(x0)| < ϵ

则称 A 是函数 f(x) 在 x0 点的极限, 记作 lim
x→x0

f(x) = A.
如果不存在满足上述性质的常数 A, 则函数在 x0 点的极限不存在.

数列极限和函数极限同为极限, 下面的 Heine 定理建立起了函数极限和数列极限之间
的关系, 它能将函数值数列的极限归结到函数的极限上, 所以我们一般将 Heine 定理称为
Heien 归结原理.

定理 2.1 Heine 归结原理

lim
x→x0

f(x) = A 的充分必要条件是：对于任意满足条件 lim
n→∞

xn = x0, xn 6= x0 (n =

9
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1, 2, 3, · · · ) 的数列 {xn}, 相应的函数值数列 {f(xn)} 成立：

lim
x→∞

f(xn) = A.

事实上, 当我们只需要判断函数在某一点 (如 x0) 的敛散性时, 我们可以使用比较” 宽
松” 一点的 Heine 定理：

定理 2.2

函数极限 lim
x→x0

f(x) 存在的充分必要条件是：对于任意满足条件 lim
n→∞

xn = x0 且 xn 6=

x0(n = 1, 2, 3, · · · ) 的数列 {xn}, 相应的函数值数列 {f(xn)} 收敛.

和数列极限相似, 通过 Heine 定理, 我们可以证明函数极限下的 Cauchy 收敛原理：

定理 2.3 Cauchy 收敛原理

函数极限 lim
x→x0

f(x)存在且有限的充分必要条件是：对于任意给定的 ϵ > 0,存在 δ > 0,
使得对于任意满足条件 |x1 − x0| < δ, |x2 − x0| < δ 的 x1, x2, 都有：

|f(x1)− f(x2)| < ϵ

性质 2.1 函数极限的性质

1. (极限的唯一性) 设 A 和 B 都是函数 f(x) 在 x0 处的极限, 则有 A = B.

2. (局部保序性) 若 lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B, 且 A < B, 则存在 δ > 0, 当
0 < |x− x0| < δ 时, 成立

f(x) > g(x).

3. (局部有界性) 若 lim
x→x0

f(x) = A, 则存在 δ > 0, 使得 f(x) 在 O(x0, δ)\{x0} 中有
界.

4. (夹逼定理) 若存在 r > 0, 使得当 0 < |x− x0| < r 时, 成立:

g(x) ⩽ f(x) ⩽ h(x),

且 lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = A, 则 lim
x→x0

f(x) = A.

5. (四则运算) 设 lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B, 则:

(1) lim
x→x0

(αf(x) + βg(x)) = αA+ βB;
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(2) lim
x→x0

(f(x)g(x)) = AB;

(3) lim
x→x0

f(x)
g(x)

= A
B

(B 6= 0).

定义 2.2 单侧极限

设函数 f(x) 在 (x0 − ρ, x0) 有定义 (ρ > 0). 如果存在实数 B, 对于任意给定的 ϵ > 0,
可以找到 δ > 0, 使得当 −δ < x− x0 < 0 时, 成立

|f(x)−B| < ϵ,

则称 B 是函数 f(x) 在点 x0 处的左极限, 记为

lim
x→x−

0

f(x) = f(x−0 ) = B.

类似地, 如果函数 f(x) 在 (x0, x0 + ρ) 有定义 (ρ > 0). 如果存在实数 C, 对于任意给
定的 ϵ > 0, 可以找到 δ > 0, 使得当 0 < x− x0 < δ 时, 成立

|f(x)− C| < ϵ,

则称 C 是函数 f(x) 在点 x0 处的右极限, 记为

lim
x→x+

0

f(x) = f(x+0 ) = C.

事实上, 自变量的极限过程可以分为六种情况：x→ x0, x→ x−0 , x→ x+0 , x→ ∞, x→
−∞, x→ +∞.函数值的极限有四种情况：f(x) → A, f(x) → ∞, f(x) → −∞, f(x) → +∞.
这样, 我们就可以将函数极限的定义扩充到很宽的情况.

命题 2.1 单调函数单侧极限存在定理

设 f(x) 在区间 (a, b) 上单调, 则 lim
x→b−

f(x) = f(b−) 一定有意义, 即若函数 f(x) 单

调增加时, 如 f(x) 在 (a, b) 有上界, 则 f(b−) = sup {y| ∃ x ∈ (a, b), y = f(x)}, 否则
f(b−) = +∞, 反之亦然.

2.1.2 函数的连续性

定义 2.3 连续函数
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设函数 f(x) 在点 x0 的某个去心邻域中有定义, 并且成立

lim
x→x0

= f(x0),

则称函数 f(x) 在点 x0 连续, 而称 x0 是函数 f(x) 的连续点.
如果函数 f(x) 在区间 (a, b) 的每一点都连续, 则称函数 f(x) 在开区间 (a, b) 上连续.

定义 2.4 振幅

设 f(x) 在 x0 的一个开邻域内有定义, 称

ωf (x0, r) = sup{|f(x′)− f(x′′)||x′, x′′ ∈ (x0 − r, x0 + r)} (r > 0)

为 f 在区间 (x0 − r, x0 + r) 上的振幅. 显然,ωf (x0, r) 关于 r → 0+ 单调递减, 因此

ωf (x0) = lim
r→0+

ωf (x0, r)

存在 (不一定有限), 称为 f 在 x0 处的振幅.
为了用振幅来刻画一致连续性, 设 f 定义在区间 I 中,r > 0. 令

ωf (r) = sup{|f(x′)− f(x′′)||x′, x′′ ∈ I, |x′ − x′′| < r},

则 ωf (r) 关于 r → 0+ 单调递减.

定理 2.4

函数 f(x) 在 x0 处连续当且仅当 ωf (x0) = 0.
函数 f(x) 在 I 中一致连续当且仅当 lim

r→0+
ωf (r) = 0.

这种用振幅来刻画函数的连续性的想法也出现在刻画函数的可积性上.

定义 2.5 三类不连续点

1. 第一类不连续点：函数 f(x) 在 x0 左、右极限都存在但是不相等, 即 f(x+) 6=
f(x−). 第一类不连续点又称为跳跃点, 右极限和左极限之差 f(x+)− f(x−) 称为

函数 f(x) 在 x0 处的跃度;

2. 第二类不连续点：函数 f(x) 在 x0 的左、右极限中至少一个不存在;

3. 第三类不连续点：函数 f(x)在 x0 的左、右极限都存在且相等,但是不等于 f(x0)
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或者函数 f(x) 在 x0 处无定义. 第三类不连续点又称为可去不连续点.

性质 2.2

在区间 (a, b) 上的单调函数的不连续点是第一类不连续点, 即左右极限都存在但不相
等.

证明

设 x0 ∈ (a, b) 是任意一点, 集合 {f(x)|x ∈ (a, x0)} 非空且有上界, 则一定存在上确界
α,

α = sup {f(x)|x ∈ (a, x0)} .

对一切 x ∈ (a, x0), f(x) ⩽ α, 且有 ∀ϵ > 0,∃ x
′ ∈ (a, x0), 使得 α − f(x

′
) < ϵ, 取

δ = x0 − x
′ , 则当 −δ < x− x0 < 0 时,−ϵ < f(x

′
)− f(x0) ⩽ f(x)− f(x0) ⩽ 0, 这样有

lim
x→x0−

f(x) = α, 同理 lim
x→x0+

f(x) = β, 其中 β = inf {f(x)|x ∈ (x0, b)} .

□

定理 2.5 连续函数的四则运算

定理 2.6 反函数的存在性

若函数 y = f(x), x ∈ Df 是单调的, 则它的反函数 x = f−1(y), y ∈ Rf 存在, 而且
f−1(y) 的单调性和 f(x) 相同.

定理 2.7 反函数的连续性

设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 连续且严格单调增加,f(a) = α, f(b) = β, 则它的反函数
f−1(y) 在 [α, β] 连续且严格单调增加.

定理 2.8 复合函数的连续性

若 u = g(x) 在点 x0 连续,g(x0) = u0, 又 y = f(u) 在点 u0 连续, 则复合函数 y =

f ◦ g(x) 在点 x0 连续.
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定理 2.9 初等函数的连续性

我们认为初等函数是指的是六类基本初等函数经过有限次四则运算和复合运算所产生

的函数.
初等函数在其定义区间上连续.

我们利用实数系的完备性定理可以证明以下连续函数的性质,

定理 2.10 闭区间上连续函数的性质

1. (有界性定理)

2. (最值定理)

3. (介值定理)

4. (零点存在定理)

推论 2.1

1. 设 f(x) 是 I = [a, b] 上的连续函数, 则 f(I) = [m,M ] 其中 m,M 分别是 f 在

[a, b] 上的最小值和最大值.

2. 设 f(x) 是区间 I 上的连续函数, 则 f(I) 也是一个区间 (可以退化成一个点).

3. 设 f(x) 是区间 I 上的连续函数, 则 f(x) 可逆当且仅当 f(x) 是严格单调函数.

定义 2.6 一致连续

定理 2.11 一致连续性的判断

设函数 f(x) 在区间 X 上有定义, 则 f(x) 在 X 上一致连续的充分必要条件是: 对任
何点列

{
x

′

n

}
(x

′

n ∈ X) 和
{
x

′′

n

}
(x

′′

n ∈ X), 只要满足 lim
n→∞

(x
′′

n − x
′′

n) = 0, 就成立
lim
n→∞

(f(x
′

n)− f(x
′′

n)) = 0.

证明

首先证明必要性：
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由于函数 f(x) 的一致连续性,

∀ϵ > 0, ∃δ > 0, ∀x
′
, x

′′
∈ X, (|x

′
− x

′′
| < δ) : |f(x

′
)− f(x

′′
)| < ϵ.

□

定理 2.12 Contor 定理

闭区间上的连续函数在此区间一致连续.
换句话说：若函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续, 则它在 [a, b] 上一致连续.

定理 2.13

函数 f(x) 在有限开区间 (a, b) 上连续, 则 f(x) 在 (a, b) 上一致连续的充分必要条件

是：f(a+) 与 f(b−) 存在.

2.1.3 无穷大量和无穷小量的阶

定义 2.7 无穷小量

定义 2.8 无穷大量

定义 2.9 等价量

定理 2.14 替换定理

设 f(x), g(x), f1(x) 在 x0 的某个去心邻域 U 中有定义, 且 f(x) ∼ f1(x) (x → x0), 那
么：

1. 当 lim
x→x0

f1(x)g(x) = A 时, 有 lim
x→x0

f(x)g(x) = A;

2. 当 lim
x→x0

g(x)
f1(x)

= A 时, 有 lim
x→x0

g(x)
f(x)

= A.
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例 2.1 常见的等价量

1. ln(1 + x) ∼ x (x→ 0)

2. sinx ∼ x (x→ 0)

3. cosx ∼ 1− x2

2
(x→ 0)

4. ex ∼ 1 + x (x→ 0)

2.1.4 例题与练习

例 2.2 函数极限的换元法

设 lim
x→a

g(x) = A, lim
y→A

f(y) = B 成立, 且在点 a 的某个邻域上 g(x) = y. 如果满足以下

条件之一:

1. 存在点 a 的一个去心邻域 Oδ0(a)− a, 在其中 g(x) 6= A;

2. lim
y→A

f(y) = f(A);

3. A = ∞, 且 lim
x→A

f(y) 有意义;

则成立

lim
x→a

f(g(x)) = lim
y→A

f(y) = B.

例 2.3

设 lim
x→a

g(x) = A, lim
y→A

f(y) = B, 证明：极限 lim
x→a

f(g(x)) 只有三种可能:
(1): lim

x→a
f(g(x)) = B; (2): lim

x→a
f(g(x)) = f(A); (3): 极限 lim

x→a
f(g(x)) 不存在.

例 2.4

设 f(x) 是定义在区间 I 上的函数, 如果存在 0 < α ⩽ 1, 以及常数 M , 使得

|f(x1)− f(x2)| ⩽M |x1 − x2|α, ∀x1, x2 ∈ I
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则称 f(x) 是 I 中的 α 阶 Holder 函数, 当 α = 1 时也称为 Lipschitz 函数.
证明：Holder 函数都是一致连续的.

例 2.5 Brouwer 不动点定理

函数 f : [0, 1] → [0, 1] 是连续映射, 那么 f 有不动点, 即存在 x ∈ [0, 1], 使得 f(x) = x.

例 2.6

证明：不存在函数 f : R → R 在所有无理点不连续, 而在所有有理点连续.

2.2 e 和 ex 的构造

命题 2.2

证明: 数列 {(1 + 1
n
)n} 单调递增, 数列 {(1 + 1

n
)n+1} 单调递减.

定理 2.15 e 的构造

数列 {(1 + 1
n
)n} 和数列 {(1 + 1

n
)n+1} 收敛于相同的极限, 记此极限为 e.

例 2.7

证明

lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
= e

例 2.8

记 bn = 1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
− lnn, 证明：数列 {bn} 收敛.

例 2.9



18 第 2 讲 函数极限与连续性

证明：

lim
n→∞

[
1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n+1 1

n

]
= ln 2.

证明

(
p

q

)
=

{
1 if n2 ≡ q(modp)for integer r

−1 otherwise

□



3
一元函数微分学

3.1 Review：Back to Newton

3.1.1 导数与微分

3.1.2 微分的逆运算：不定积分

19
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4
一元函数积分学

4.1 Review: 从 Riemann 到 Lebesgue

4.1.1 函数的可积性

4.1.2 Riemann 积分的一般性质与应用

利用黎曼和可以解决某些本难以解决的级数问题,这里浅举几例.解决这类问题的关键
在于凑出黎曼和的形式, 并且我们一般都取等距分割.

例 4.1

计算或证明下面的极限：

1.
lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + n+ k2

.

2.
lim
n→∞

n∑
k=1

[
f(x+

k

n2 + k2
)− f(x)

]
= f ′(x)

ln 2

2
.

证明

□

21
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例 4.2

非负函数 f ∈ C [a, b], 证明：

lim
n→∞

(∫ b

a

fn(x)dx

) 1
n

= max{f(x) | x ∈ [a, b]}.

4.1.3 变限积分

变限积分的主要结果是下面两个命题.

定理 4.1

1. 设 f ∈ R [a, b], 则 F (x) =
∫ x

a
f(t)dt 与 G(x) =

∫ a

x
f(t)dt 在 [a, b] 上连续.

2. 设 f ∈ R [a, b],x ∈ [a, b] 是 f 的连续点, 则

d

dx

∫ x

a

f(t)dt = f(x).

由上面的定理可以得出原函数存在的一个充分条件.并且,变限积分的一个副产品是微积分
基本定理, 亦即 Newton-Leibniz 公式.

定理 4.2 原函数存在定理

设 f ∈ C [a, b], 则 f 在 [a, b] 上存在原函数.

例 4.3

设 f ∈ R [A,B],a, b ∈ [A,B] 是 f 的两个连续点, 证明：

lim
h→0

∫ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx = f(b)− f(a).

证明
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要点是通过换元改变积分限, 然后将极限看作求导.

lim
h→0

∫ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx = lim

h→0

1

h

(∫ b

a

f(x+ h)dx−
∫ b

a

f(x)dx

)

= lim
h→0

1

h

(∫ b+h

a+h

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx

)

= lim
h→0

1

h

(∫ b+h

b

f(x)dx−
∫ a+h

a

f(x)dx

)
= f(b)− f(a)

□

Tip: 这个题目不能使用下面的证法, 下面的证明每一步都是错误的.

lim
h→0

∫ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx =

∫ b

a

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
dx

=

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

首先,没有依据就把求极限和积分号交换是不对的,我们需要在级数那章讨论求极限和积分
号交换的条件; 其次, 对差商求导的时候忘记了题目只给了 f 在两个点处的连续条件, 甚至
没有给可导的条件; 最后, 即使 f(x) 在区间 [a, b] 可导,f ′(x) 也不一定可积.

4.2 积分的逼近性质

在本节, 我们主要说明积分的逼近性质, 即, 如果一个函数是 Riemann 可积的, 那么它
可以被一列简单函数 (通常是阶梯函数或者分段线性函数) 逼近. 这一性质在证明积分的一
些性质时是非常有用的.

定理 4.3 阶梯逼近

设 f ∈ R [a, b], 则存在两列阶梯函数 ϕn, ψn, 使得

ϕn ⩽ f ⩽ ψn,

∫ b

a

[ψn(x)− ϕn(x)] dx <
1

n
,

且每一个 ϕn, ψn 分别介于 f 的上下确界之间, 此外, 任给 g ∈ R [a, b], 均有

lim
n→∞

∫ b

a

ϕn(x)g(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

ψn(x)g(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

f(x)g(x)dx.
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证明

□

定理 4.4 分段线性逼近

设 f ∈ R [a, b], 则存在一列连续的分段线性函数 fn, 使得 fn(a) = f(a), fn(b) = f(b),

lim
n→∞

∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx = 0,

且每一个 fn 均介于 f 的上下确界之间, 此外, 任给 g ∈ R [a, b], 均有

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)g(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

证明

□

下面是一个利用逼近解决的问题, 我们给出阶梯逼近和分段线性逼近两种做法.

例 4.4 Riemann-Lebegsue 引理

设 f ∈ R [a, b], 则

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλxdx = lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx = 0.

证明

□

我们甚至还有更强的定理, 亦即Weierrstrass 逼近定理, 它表明了连续函数可以被多项式逼
近.

定理 4.5 Weierrstrass 逼近定理

设 f ∈ C0 [a, b], 则任给 ϵ > 0, 存在多项式 P (x), 使得 |P (x)− f(x)| < ϵ 在 [a, b] 中处

处成立.
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证明

□

定义 4.1 Bernstein 多项式

例 4.5

设 f 在 [0, 1] 中满足条件 |f(x)− f(y)| < L |x− y|, 则

|Bn(x, f)− f(x)| ⩽ L

2
√
n
, ∀x ∈ [0, 1] .

例 4.6 上一个例子的加强

例 4.7 Riemann 引理

设 f 是周期函数, 周期为 T , 如果 f 在闭区间 [0, T ] 中可积, 则有以下陈述：

1. f 在任何闭区间中均可积, 并且在任何长度为 T 的区间中的积分都相等.

2. 思考此式的含义并证明

lim
λ→∞

1

λ

∫ λ

0

f(x)dx =
1

T

∫ T

0

f(x)dx.

3. g ∈ R [a, b], 证明

lim
λ→∞

∫ b

a

f(λx)g(x)dx =
1

T

∫ T

0

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx.

4.3 积分中值定理

定理 4.6 积分第一中值定理
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设 f, g ∈ R [a, b], 且 g 不变号, 则存在 µ ∈
[
inf[a,b] f(x), sup[a,b] f(x)

]
, 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx.

特别地, 若 f 连续, 则存在 ξ ∈ [a, b], 使得 µ = f(ξ).

定理 4.7 积分第二中值定理

设 f ∈ R [a, b],g 是 [a, b] 中的单调函数, 则存在 ξ ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx.

更进一步, 如果 g 是非负函数：

1. 如果 g 在 [a, b] 单调递减, 则存在 ζ ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ζ

a

f(x)dx.

2. 如果 g 在 [a, b] 单调递增, 则存在 η ∈ [a, b], 使得∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(b)

∫ b

η

f(x)dx.

4.4 广义积分

4.5 Stieltjes 积分

4.6 练习

下面是一些重要积分的计算.

练习 4.1

1. 计算 Euler 积分： ∫ π/2

0

ln sinxdx.
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2. 计算 Euler-Poisson 积分： ∫ +∞

0

e−x2

dx.

3.

下面是一些对积分求极限的习题.

练习 4.2

1. 证明：

lim
n→∞

∫ π/2

0

sinn xdx = 0.

2. f ∈ C [−1, 1], 证明：

lim
h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
f(x)dx = πf(0).

3. f ∈ C [−1, 1], 证明：

lim
n→∞

∫ 1

0

nxnf(x)dx = f(1).

下面这些题需要灵活地使用微分中值定理、泰勒公式以及积分中值定理.

练习 4.3

1. 设 f ∈ C2 [a, b],M = sup
x∈[a,b]

|f ′′(x)|, 证明：

|
∫ b

a

f(x)dx− b− a

2
(f(a) + f(b))| ⩽ M

12
(b− a)3.

2. 若 a > 0, 且 f ∈ C1 [0, a], 则证明：

|f(0)| ⩽ 1

a

∫ a

0

|f(x)|dx+

∫ a

0

|f ′(x)|dx.

3. 若 f ∈ C2 [a, b], 证明：存在 ξ ∈ (a, b), 使得：

f ′′(ξ) =
24

(b− a)3

b∫
a

[
f(x)− f(

a+ b

2
)

]
dx.
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4. 若 f ∈ C1 [0, 1], 且 f(x) > 0, x ∈ [0, 1], 证明：∀n > 1, ∃ξn ∈ (0, 1), 使得：

1

n

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ ξn

0

f(x)dx+

∫ 1

ξn

f(x)dx.

并且,

lim
n→+∞

nξn =
1

f(0) + f(1)

∫ 1

0

f(x)dx.

有关变上限积分, 我们有下面的习题, 我们尤其需要注意变上限积分的求导问题.

练习 4.4

1. f ∈ C [−1, 1],f 在 x = 0 可导,f(0) = 0, f ′(0) 6= 0, 求极限：

I = lim
x→0+

∫ x

0

(x2 − t2)f(t)dt∫ x

0

tf(x2 − t2)dt

.

2. 设 f ∈ C1 [0, a],f(0) = 0, 证明：∫ a

0

|f(x)f ′(x)|dx ⩽ a

2

∫ a

0

(f ′(x))2dx.



5
级数

5.1 数项级数

5.1.1 一般的级数

定义 5.1 级数

设 a1, a2, · · · , an, · · · 是无穷多可列个实数, 我们称形式和
∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

为无穷级数, 称 an 为级数的通项或一般项, Sn =
n∑

k=1

ak 为级数的第 n 个部分和. 如果

部分和 Sn 的极限存在且收敛于有限数 S, 则称级数
∞∑
k=1

ak 收敛, 记作
∞∑
k=1

ak = S, 且

称它的和为 S, 否则称级数
∞∑
k=1

ak 发散.

需要注意的是, 级数的敛散性和其有限项的值无关. 从某种意义上而言, 级数的敛散性
本质上就是数列的敛散性, 所以根据数列极限的性质还可以得到：

性质 5.1

1. 级数收敛的必要条件：如果级数
∞∑

n=1

收敛, 那么其通项满足 lim
n→∞

an = 0.

29
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2. 级数收敛的充要条件（Cauchy 准则）：级数
∞∑

n=1

收敛 ⇐⇒ 任给 ϵ > 0, 存在

N = N(ϵ), 当 m > n > N 时, 有 |an+1 + · · ·+ am| =
∣∣∣∣ m∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣ < ϵ.

3.（线性性）设级数
∞∑

n=1

an 和
∞∑

n=1

bn 都收敛,λ, µ ∈ R, 则级数
∞∑

n=1

(λan + µbn) 也收

敛, 且
∞∑

n=1

(λan + µbn) = λ
∞∑

n=1

an + µ
∞∑

n=1

bn.

回忆上一章利用黎曼和解决的很多问题,我们似乎可以把无限和与积分联系起来,下面
的定理就将级数求和与广义积分联系了起来:

引理 5.1

设 {an} 是一列实数, 在 [1,+∞) 中定义函数 a(x) 如下：设 k ⩾ 1, 当 x ∈ [k, k + 1)

时,a(x) = ak, 则级数
∞∑

n=1

an 收敛当且仅当无穷积分

∫ +∞

1

a(x)dx 收敛, 且收敛的时候

级数的和等于无穷积分的值.

利用上面的引理,我们可以很轻松地把广义积分敛散性的判别法搬到级数上来,对于这
种方法, 我们不赘述证明, 下面内容会按照传统的方式给出证明.

对于一般的级数,下面的 Dirichlet判别法和 Abel判别法是核心.其证明的关键在于数
列的 Abel 变换和 Abel 引理：

引理 5.2

1.（Abel 变换）设 {an}, {bn} 是两列实数,Bi =
i∑

k=1

bk, 则

n∑
i=1

aibi =

n−1∑
i=1

(ai − ai+1)Bi + anBn.

2.（Abel引理）设 {an}, {bn}是两列实数,Bi =
i∑

k=1

bk,若 {an}为单调数列,{Bn}是

有界数列,M = sup
1⩽k⩽n

|Bk|, 则

n∑
i=1

aibi ⩽M(|a1|+ 2|an|)

乍看 Abel 变换, 你可能一时间摸不到头脑, 其实 Abel 变换只是对 {an}, {bn} 分别进
行了差分和逆差分, 在这个想法下, 我们只需要特别关注最后的 anBn 项则可, 而整个证明
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过程也只不过是裂项相消后对 Bi 求和.Abel 引理的证明则体现了 Abel 变换的强大之处：
在经历过差分和逆差分之后, 得到的 Bi 一般都可以使用题目条件来控制,

Dirichlet 判别法和 Abel 判别法仅仅是 Abel 引理的直接推论, 而 Leibniz 判别法仅仅
是 Dirichlet 判别法的简单推论, 我们在此一并列举出来：

定理 5.1

1.（Dirichlet 判别法）

2.（Abel 判别法）

3.（Leibniz 判别法）

5.1.2 正项级数

定理 5.2 基本判别法

定理 5.3 比较判别法

定理 5.4 积分判别法

定理 5.5 Kummer 判别法

注（1）和前面一样, 我们仍然可以通过求极限去寻找 λ, 设

lim
n→∞

(
1

bn

an
an+1

− 1

bn+1

)
= λ,

则当 λ > 0 时,
∞∑

n=1

an 收敛; 当 λ < 0 时, 且
∞∑

n=1

bn 发散时,
∞∑

n=1

an 发散.

（2）取 bn = 1, 从 Kummer 判别法就直接可以得到 d’Alembert 判别法.

推论 5.1

1.（Raabe 判别法）
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2.（Gauss 判别法）

各位对下面的 Cauchy 凝聚判别法可能感到有些莫名其妙, 但是它的思想只不过是证
明无穷级数发散的方法的一个变形, 只需要胆大心细的分组放缩就可以证明.

定理 5.6 Cauchy 凝聚判别法

5.1.3 无穷乘积

定义 5.2 无穷乘积

5.1.4 级数的乘积

有限个数的和的乘积, 在我们眼中只是“转换了求和方式”, 也就是使用了求和符号的
魔法. 举个简单的例子：

m∑
i=0

n∑
j=0

aibj = (a0 + a1 + · · ·+ am)(b0 + b1 + · · ·+ bn) =
m+n∑
k=0

∑
i+j=k

aibj =
m+n∑
k=0

ck.

定义 5.3 Cauchy 乘积

定理 5.7 Cauchy

如果
∞∑

n=0

an 和
∞∑

n=0

bn 都绝对收敛, 则他们的乘积级数也绝对收敛, 且

∞∑
n=0

cn =

(
∞∑

n=0

an

)(
∞∑

n=0

bn

)
.

如果将 Cauchy 定理的条件减弱, 这时候下面的结果依然成立.

定理 5.8 Mertens
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如果
∞∑

n=0

an 和
∞∑

n=0

bn 都收敛, 且其中至少一个绝对收敛, 则他们的乘积级数也收敛.

∞∑
n=0

cn =

(
∞∑

n=0

an

)(
∞∑

n=0

bn

)
.

衡量一个定理的强弱, 可以从两方面来看: 一般来说, 定理的条件越弱, 定理越强; 结果
越强, 定理显然也越强, 定理 5.8的条件已经足够弱了, 我们只需要其中一个级数绝对收敛,
就可以得到其乘积级数也收敛, 并且这边绝对收敛的条件不能去掉, 比如取 an 和 bn 均为

交错级数 (−1)n−1 1√
n

,那么所得到的乘积级数就是发散的.但是,当我们去掉绝对收敛的条

件, 并且加上其乘积级数收敛的条件, 我们就能知道其值一定等于两个级数和的乘积, 这就
是下面的 Abel 定理.

定理 5.9 Abel 定理

设级数
∞∑

n=0

an,
∞∑

n=0

bn 收敛, 以及他们的乘积
∞∑

n=0

cn 也收敛, 那么

∞∑
n=0

cn =

(
∞∑

n=0

an

)(
∞∑

n=0

bn

)
.

证明上面的定理,我们需要下面的 Abel引理,Abel引理为我们提供了一种对发散级数
进行求和的想法, 我们在下一节中就会讲到.

引理 5.3 Abel 引理

如果级数
∞∑

n=0

an 收敛, 那么

lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

an.

证明

□

有了引理 5.3, Abel 定理就几乎显然了：对 x ∈ (0, 1), 级数
∞∑

n=0

anx
n 和

∞∑
n=0

bnx
n 都是

绝对收敛的, 他们的乘积级数
∞∑

n=0

cnx
n 也绝对收敛, 根据定理 5.7, 有

∞∑
n=0

cnx
n =

(
∞∑

n=0

anx
n

)(
∞∑

n=0

anx
n

)
.
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令 x→ 1−, 根据引理 5.3, 我们就得到了 Abel 定理.

5.2 对数项级数的进一步讨论

5.2.1 无穷乘积

定义 5.4 无穷乘积

设 pn 是一列实数, 我们将形式乘积
∞∏

n=1

pn = p1p2 · · · pn · · ·

称为无穷乘积, 称 Pn = p1p2 · · · pn 为无穷乘积的第 n 个部分积, 如果部分积数列 Pn

的极限存在, 且极限为实数或者正负无穷, 我们称此极限为无穷乘积的值, 记为
∞∏

n=1

pn = lim
n→∞

Pn.

当此极限为非零实数的时候, 称这个无穷乘积是收敛的, 否则称它是发散的.

如果某个 pn 是零, 显然无穷乘积的值就是零, 下面我们假设每个 pn 都是非零的, 若无
穷乘积

∞∏
n=1

pn 收敛于 P , 则

lim
n→∞

pn == lim
n→∞

Pn

Pn−1

=
P

P
= 1.

特别地, 当 n 充分大的时候, 必有 pn > 0, 并且由于

Pn =
n∏

k=1

pk = exp
(

n∑
k=1

ln pk

)

我们可以将无穷乘积化为无穷级数加以讨论, 我们有：

定理 5.10

设 pn 均大于零, 记 pn = an + 1, 则

1. 无穷乘积
∞∏

n=1

pn 收敛的充要条件是级数
∞∑

n=1

ln pn 收敛, 且

∞∏
n=1

pn = exp
(

∞∑
n=1

ln pn

)
;
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2. 如果 n 充分大的时候 an 不变号, 则无穷乘积
∞∏

n=1

pn 收敛的充要条件是级数

∞∑
n=1

an 收敛;

3. 如果级数
∞∑

n=1

an 和
∞∑

n=1

a2n 都收敛, 则无穷乘积
∞∏

n=1

pn 也收敛.

这些的证明都很基本, 使用 ln(1 + x) ∼ x (x → 0) 以及 ln(1 + x) ∼ x − x2

2
(x → 0)

与比较判别法即可得到.

我们已经知道了, 很多函数可以用级数的方式来表示, 无穷乘积的美妙之处就在于, 我
们也可以将这些函数拿无穷乘积表示, 这里以 sinx、sinhx 以及 Riemann-zeta 函数 ζ(x)

为例.

5.2.2 交换求和顺序：级数的重排

定理 5.11 Riemann

如果
∞∑

n=1

an 为条件收敛的级数, 则可以将其重排为一个收敛级数, 使得重排后的级数

的和为任意指定的实数.

证明

□

5.2.3 级数求和与求极限的可交换性

级数的和是其部分和的极限, 也就是一个数列极限, 那么我们考虑这样的问题：如果有
一列数项级数, 他们的和是另一列数, 这列数的极限有什么性质？所以我们考虑依赖于双指
标 i, j 的实数列 aij .

定义 5.5 级数的一致收敛

一列收敛级数
∞∑
j=1

= αi 关于 i 一致收敛是指：任给 ε > 0, 存在与 i 无关的正整数

N = N(ϵ), 当 n > N 时, 有 ∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

aij − αi

∣∣∣∣∣ < ε.
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下面的定理给出了求极限和求和可交换次序的一个充分条件.

定理 5.12

设一列级数
∞∑
j=1

aij = αi 关于 i 一致收敛, 当 j ⩾ 1 时, 有 lim
i→∞

aij = aj , 则极限 lim
i→∞

αi

存在, 级数
∞∑
j=1

aj 收敛, 且

lim
i→∞

αi =
∞∑
j=i

aj 或 lim
i→∞

∞∑
j=1

aij =
∞∑
j=1

lim
n→∞

aij .

5.2.4 Abel 求和与 Cesàro 求和

定义 5.6 Abel 求和

我们知道, 级数
∞∑

n=0

(−1)n 在通常意义下是发散的, 但是它在 Abel 意义下就可以求和

了：

定义 5.7 Cesàro 求和

Cesàro 可和比 Abel 求和更强一些, 也就是如果某个级数是 Cesàro 可和的, 那么它一定是
Abel 可和的, 且两种意义下的和相等, 这就是下面的定理.

定理 5.13

5.3 函数项级数

5.4 幂级数

5.5 求和与求导、积分的可交换性

5.6 习题：数项级数
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练习 5.1 判断下列正项级数的敛散性

1.
∞∑

n=1

[
1

n
− ln(1 + 1

n
)

]
;

2. x > 0,
∞∑

n=1

n!(
x

n
)n;

3.

5.7 习题：函数项级数
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6
Rn 上的拓扑

从这一章开始, 我们开始对 Rn 上的多元函数的研究, 我们仍然希望仿照前面的思路,
按照连续性、可微性、可积性来研究多元函数. 但是 Rn 上的拓扑结构对我们来说是格外陌

生的, 我们需要重新对极限、连续等概念进行重新定义, 另一方面, 我们希望在尽可能提升
一般性的同时, 保持先前研究的许许多多优美且强大的性质. 所以从范数到度量, 我们希望
把极限的定义推广到一半的度量空间上;我们还要借助点集拓扑的一些工具,借以研究连续
映射的性质, 并且进一步处理先前的实数系基本定理等知识.

6.1 度量空间

定义 6.1 度量

设 X 是非空集合, 如果映射 d : X ×X → R⩾0 满足以下条件：

1.（正定性）：任给 x, y ∈ X, 均有 d(x, y) ⩾ 0, 且 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y;

2.（对称性）：任给 x, y ∈ X, 均有 d(x, y) = d(y, x);

3.（三角不等式）：任给 x, y, z ∈ X, 均有 d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z).

则称 d 是 X 上的一个度量或者距离, 称二元组 (X, d) 是一个度量空间或者距离空间.

在数学中,所谓的空间一般指的是配备了某种结构的集合 X.我们使用 Rn 上的标准内积来

定义距离,显然 Rn 是关于 R的线性空间,我们将有限维的内积空间称为欧式空间.
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定义 6.2 内积

设 V 是实数域上的线性空间, 如果映射 g : V × V → R 满足以下条件：

1.（正定性）：任给 x ∈ V , 均有 g(x, x) ⩾ 0, 且 g(x, x) = 0 当且仅当 x = 0;

2.（对称性）：任给 x, y ∈ V , 均有 g(x, y) = g(y, x);

3.（线性性）：任给 x, y, z ∈ V 和 λ, µ ∈ R, 均有 g(λx+µy, z) = λg(x, z)+µg(y, z).

则称 g 是 V 上的一个内积, 称二元组 (V, g) 是一个内积空间. 我们常常使用 〈, 〉 表示
内积, 比如 〈x, y〉 表示 x, y 的内积.

对于 Rn 上的两个点 u = (a1, a2, . . . , an), v = (b1, b2, . . . , bn), 他们的标准内积或
者欧式内积定义为：

〈u, v〉 =
n∑

i=1

aibi.

定义 6.3 范数

V 是 R(或者 C) 上的线性空间, 如果映射 ‖ · ‖ : V → R⩾0 满足以下条件：

1. 对任意的 x ∈ V, λ ∈ R, 有 ‖λx‖ = |λ|‖x‖;

2. ‖x‖ = 0 当且仅当 x = 0;

3. 对任意的 x, y ∈ V , 有 ‖x+ y‖ ⩽ ‖x‖+ ‖y‖.

则称 ‖ · ‖ 是 V 上的一个范数, 称二元组 (V, ‖ · ‖) 是一个赋范线性空间.

直观来说,‖v‖ 就是计算向量 v 的某种长度, 而度量则表示了两个点之间的某距离. 有了内
积就可以定义向量的长度（亦即范数）和向量的夹角, 这来自于下面的 Schwarz 不等式;
有了范数就可以定义度量, 只需要定义 d(x, y) = ‖x− y‖ 即可.

定理 6.1 Schwarz 不等式

设 (V, 〈, 〉) 为内积空间,u, v ∈ V , 则

|〈u, v〉| ⩽ ‖u‖ · ‖v‖,

等号成立当且仅当 u, v 线性相关.
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证明

□

根据 Schwarz 不等式, 当 u, v 为非零向量的时候, 可以取 θ(u, v) ∈ [0, π], 使得

cos θ(u, v) = 〈u, v〉
‖u‖ · ‖v‖

.

θ(u, v) 称为 u, v 的夹角, 也记为 ∠(u, v).

6.2 基本点集拓扑

定义 6.4 开集和闭集

定理 6.2 开集闭集的基本性质

1. 有限多个开集的交仍为开集, 任意多个开集的并仍为开集;

2. 有限多个闭集的交仍为闭集, 任意多个闭集的并仍为闭集;

3. 集合 A 为闭集当且仅当 A 中的任何收敛点列的极限均在 A 中.

证明

□

上述定理的第三条表明了闭集的性质：闭集关于求极限运算是封闭的.

定义 6.5 连续映射

定义 6.6 连续映射的基本性质

定理 6.3 连续映射的刻画

设 f : X → Y 是度量空间上的映射, 则 f 为连续映射 ⇐⇒ 开集的原像仍为开集

⇐⇒ 闭集的原像仍为闭集.
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7
多元函数微分学

section 方向导数和微分

研究多元函数的常用办法是对函数进行局部的线性化, 而在某处的最佳线性函数就是
我们研究的对象, 这就是下面微分的定义.

定义 7.1 微分

设 D ∈ Rn 为开集, f : D → R 为一个多元函数, x0 ∈ D, 如果存在一个线性映射
L : Rn → R, 使得在 x0 的附近成立：

f(x)− f(x0) = L(x− x0) + o(‖x− x0‖) (x→ x0),

则称函数 f 在 x0 处可微, 线性映射 L 称为函数 f 在 x0 处的微分, 记为 df(x0).
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8
多元函数积分学

45



46 第 8 讲 多元函数积分学



9
曲线积分和曲面积分

9.1 曲线和曲面

9.1.1 曲面的第一基本形式

一个曲面 Ω 的参数方程为

r = r(u, v), (u, v) ∈ D

我们假定 r = r(u, v) 连续可微足够多次并且满足正则条件：ru × rv 6= 0, ∀(u, v) ∈ D. 考
察曲面上的一条曲线 L : r = r(u(t), v(t)), t ∈ J , 且 u(t) 和 v(t) 都连续可微. 上式对 t 求

导得：

r′ = ru
du
dt + ru

du
dt , dr = rudu+ rvdv.

曲线 L 的弧长微元可以表示为:

ds = ‖r′‖dt = ±‖r′dt‖ = ±‖dr‖.

进而有:
ds2 = ‖dr‖2 = 〈dr, dr〉 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2.

其中:
E = r2

u, F = ru · rv, G = r2
v.

并且记

I(du, dv) = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2.

于是曲面 Ω 上的曲线 L 的弧长可以按照这样计算:

s = s0 +

∫ t

t0

√
E

(
du
dt

)2

+ 2F
du
dt

dv
dt +G

(
dv
dt

)2

dt = s0 +

∫ t

t0

√
I

(
du
dt ,

dv
dt

)
dt.
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于是我们将微分 du 和 dv 的二次型

I = Edu2 + 2Fdudv + Fdv2

称为曲面 Ω 的第一基本形式. 曲面上的曲线的弧长取决于这个曲面的第一基本形式, 后面
将要见到, 曲线块的面积也取决于这个曲面的第一基本形式. 因而有：曲面的第一基本形式
决定了曲面的度量性质.

9.2 第一类曲线积分

9.3 第二类曲线积分

9.4 第一类曲面积分

9.5 第二类曲面积分

定义 9.1 第二类曲面积分

设 Σ 为 R3 中的可定向曲面,φ 是与给定定向相容的参数表示：

φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ D.

对于定义在 Σ 上的连续向量值函数 X = (P,Q,R), 我们定义 X 在 Σ 上的第二类曲

面积分为：

Φ =

∫
D

[
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv.

也记为:
Φ =

∫
Σ

Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy.

第二类曲面积分的定义来自于下面的物理问题：空间中有流速为 V = (P,Q,R) 的流

体, 流体通过曲面 Σ 的流量是多少？要规定流量, 首先就要给曲面指定方向. 我们规定曲面
在某点的方向在这点的一个单位法向量的方向. 指定了方向之后, 我们利用微元法：任取 Σ

的一个小片, 其面积记为 dσ, 曲面的单位法向量为 n, 则流体通过这个小片的流量 dΦ 为
V · ndσ. 于是整个曲面的流量为

Φ =

∫
Σ

V · ndσ =

∫
Σ

V · dσ. (9.1)

记 dσ = (dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy), 其中 dy ∧ dz 是有向面积元 dσ 在 yz 平面的投

影,dz ∧ dx 是有向面积元 dσ 在 zx 平面的投影,dx ∧ dy 是有向面积元 dσ 在 xy 平面的投
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影. 于是上式可写为：

Φ =

∫
Σ

V · ndσ =

∫
Σ

V · dσ =

∫
Σ

Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy. (9.2)

这其实就表明了第二类曲面积分可以转化成第一类曲面积分, 并且给出了转换的方法.

另一方面, 流量与曲面方向的选取有关, 方向的变化可导致流量的数值差一个正负号.
如果曲面上存在连续的单位法向量场, 则称该曲面可定向, 否则就称该曲面不可定向. 本节
涉及的曲面都是可定向的, 其定向（方向）是指一个连续的单位法向量场 n.

为了计算式(9.1), 我们先对曲面选取恰当的参数表示：设 φ : D → R3 为 Σ 的参数表

示, 其中
φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ D.

记 N = φu × φv, 则：

N = (yuzv − zuyv, zuxv − xuzv, xuyv − yuxv) =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
+
∂(z, x)

∂(u, v)
+
∂(x, y)

∂(u, v)

)

N 为曲面的法向量. 如果 N

‖N‖
= n, 则称 φ 是与给定定向相容的参数表示. 我们总是选取

与给定定向相容的参数表示. 而从上节的讨论可知, 曲面的面积元可写为 dσ = ‖N‖dudv,
于是有：

Φ =

∫
D

V ·Ndudv =

∫
D

[
P
∂(y, z)

∂(u, v)
+Q

∂(z, x)

∂(u, v)
+R

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv. (9.3)

由此看出式(9.3)和式(9.2)是等价的. 这就是第二类曲面积分的来源.

值得注意的是,为了书写的简便,我们有时候也会将 dx∧dy, dy∧dz 和 dz∧dx等记号
简写为 dxdy, dydz 和 dzdx.比如积分

∫
Σ

f(x, y, z)dx∧dy就可以简写为
∫
Σ

f(x, y, z)dxdy.

例 9.1

计算积分 Φ =

∫
Σ

x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx+ z2dx ∧ dy, 其中 Σ 是球面 (x− a)2 + (y −

b)2 + (z − c)2 = R2, 方向为外侧.

9.6 Green 公式、Gauss 公式和 Stokes 公式

9.6.1 Green 公式
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定理 9.1 Green 公式

设 Ω 为 R2 上的有界区域, 其边界由有限条 C1 曲线组成, 曲线的定向为诱导定向, 如
果 P,Q 为 Ω 上的连续可微函数, 则∫

Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂Ω

Pdx+Qdy.

例 9.2

设 Ω 为包含原点的有界区域, 其边界为 C1 曲线, 方向为诱导定向, 计算积分

I =

∫
∂Ω

−ydx
x2 + y2

+
xdy

x2 + y2
.

9.6.2 Gauss 公式

定理 9.2 Gauss 公式

设 Ω 为 R3 中的有界区域, 其边界由有限个 C1 曲面组成, 曲面的定向为诱导定向, 如
果 P,Q,R 为 Ω 上的连续可微函数, 则∫

Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

∫
∂Ω

Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy.

对于以函数 P,Q,R 为分量的 C1 的向量场 X = (P,Q,R), 其散度 ∇ · X（或 divX）
定义为

divX = ∇ ·X =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
.

散度是将 Del 算符 (∇) 点积一个向量场 X, 效果是将一个向量场转换成了一个标量场. 利
用散度,Gauss 公式可以写为以下形式：∫

Ω

∇ ·Xdxdydz =
∫
∂Ω

X · ndσ.

其中 n 是边界曲面的单位外法向量, 上式也被称为散度定理.

例 9.3 Green 恒等式

设
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9.6.3 Stokes 公式

设 Σ 为 R3 中的 C2 的定向曲面,Ω 为 Σ 中的有界区域, 其边界为 C1 曲线, 其由右手
定则定义的诱导定向如下：边界在曲面上的外法向量与边界的切向量的外积得到的曲面的

法向量与决定曲面定向的法向量同向.即如果用右手从曲线外法向到切向做旋转,则大拇指
所指的方向为定向曲面的法向.

定理 9.3 Stokes 公式

设 Σ 为 R3 中的 C2 的定向曲面,Ω 为 Σ 中的有界区域, 其边界赋以诱导定向, 如果
P,Q,R 为 Ω 附近的连续可微函数, 则∫

Σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

=

∫
∂Σ

Pdx+Qdy +Rdz.

证明

我们只证明一个特殊情形： □

设 X = (P,Q,R) 为 C1 的向量场, 其旋度场 ∇×X（或 rotX）定义为

∇×X = rotX =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
.

利用旋度,Stokes 公式可以写为以下形式：∫
Ω

∇×X · ndσ =

∫
∂Ω

X · Tds.

其中 n 是曲面 Ω 的单位外法向量,T 是曲线 ∂Ω 的单位切向量,ds 是曲线 ∂Ω 的弧长参数.

9.7 余面积公式

定理 9.4 余面积公式

设 f : Rn → R 为 C1 函数, 且 ‖∇f‖ 6= 0, 如果 g 为区域 f−1([a, b]) 上的连续函数, 则∫
f−1([a,b])

g(x)dx1dx2 · · · dxn =

∫ b

a

dt
∫
f−1(t)

g

‖∇f‖
dσ.
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证明

□

使用类似的推导方法, 我们可以证明特殊情形的余面积公式, 留作后面的习题.

9.8 习题

9.8.1 余面积公式

1. 设 f : Rn → R 为 C1 函数, 且 ‖∇f‖ 6= 0,Ω 的含义与定理 9.4的证明中的相同, 证明：

ν(Ω) =

∫ b

a

dt
∫
f−1(t)∩Ω

1

‖∇f‖
dσ.

提示：如果将 g 取为常值函数 1, 那么此题显然成立, 但是请使用定理 9.4的证明中的
方法重新证明.

2. 使用余面积公式计算积分

I =

∫
Σ

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)− 1
2

dσ,

其中 Σ 为椭球面
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.
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微分形式与基本场论

本质上讲, 流形就是曲线和曲面在更高维空间上的一般化, 在本章, 我们的目标是将

10.1 线性代数基础

10.1.1 对偶空间

定义 10.1 对偶空间

设 V 是一个 n 维实向量空间, {e1, e2, · · · , en} 是 V 的一组基, 定义

V ∗ = L(V,R)

为 V 的对偶空间, V ∗ 中的元素被称为 V 上的余向量（covector 或 1-covector）

根据已有的线性代数知识, 我们知道 dimV ∗ = dimV = n, 很容易能证得 {e1, e2, · · · , en}
是 V ∗ 的一组基, 其中

ei(ej) = δij =

1 i = j

0 i 6= j
.

δij 是克罗内克符号.

我们可以把这组对偶基理解为坐标的投影, 对于 v ∈ V , 它的坐标是 {v1, v2, · · · , vn},
那么 ejv = vj . 这就相当于使用 ej 取出了 v 的第 j 个坐标. 因而, 我们可以使用对偶基将
任意一个向量写成这样的形式:

v = e1(v)e1 + e2(v)e2 + · · ·+ en(v)en.
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10.1.2 置换

10.1.3 多重线性函数

V 是一个实线性空间, 如果函数 f : V k → R 对它 k 个系数中的每一个都是线性的, 亦
即满足

f(. . . , λv + µw, . . . ) = λf(. . . , v, . . . ) + µf(. . . , w, . . . ),

对任意的 λ, µ ∈ R, v, w ∈ V , 则称 f 是 V 上的一个 k 重线性函数, 也叫做 V 上的 k-张量,
特别地, 2 重线性函数也叫做双线性函数, k 叫做 f 的阶. V 上的所有 k-张量构成一个线
性空间, 记作 Lk(V ).

定义 10.2 对称与交替

对 V 上的一个 k 重线性函数 f : V k → R 来说, 如果对任意的 σ ∈ Sk, 都有

f(vσ(1), · · · , vσ(n)) = f(v1, · · · , vn)

则称 f 是对称的; 如果对任意的 σ ∈ Sk, 都有

f(vσ(1), · · · , vσ(n)) = (sgnσ)f(v1, · · · , vn)

则称 f 是交替的.

像我们熟悉的内积 〈, 〉 是对称的二重线性函数; 行列式 det(v1, · · · , vn) 是交替的 n 重

线性函数, 也叫 k 阶余向量. 我们对于交替的多重线性函数尤其感兴趣, 将所有线性空间 V

上的 k 重交替线性函数的集合记为 Ak(V ). 特别地, k = 0 时, 我们定义 0 阶交替线性函数

为常数, 这样 A0(V ) 就是线性空间 R, 而且 A1(V ) = L1(V ) = V ∗.

设 f ∈ Lk(V ), σ ∈ Sk, 置换 σ 对 f 的作用得到一个新的 k 重线性函数, 定义为

(σf)(v1, . . . , vk) = f(vσ(1), . . . , vσ(k)).

这样, f 是对称的当且仅当对任意的 σ ∈ Sk, σf = f , f 是交替的当且仅当对任意的 σ ∈
Sk, σf = (sgnσ)f .

我们可以把置换对线性函数的作用理解为改变参数的位置, 那么先后交换两次参数的
位置和一步到位交换参数的位置的效果是相同的：

τ(σf)(v1, . . . , vk) = (σf)(vτ(1), . . . , vτ(k))

= f(vτ(σ(1)), . . . , vτ(σ(k))) = f(v(τσ)(1), . . . , v(τσ)(k))

= (τσ)f(v1, . . . , vk).
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上面的证明只需要注意好置换对应下标的变化就好了. 所以置换对线性函数的作用满足结
合律, 即对任意的 σ, τ ∈ Sk, 以及 V 上的 k 重线性函数 f , 都满足

(σ(τf)) = ((στ)f).

更一般地来说, 我们可以定义群对集合的作用：设 G 是一个群,X 是一个集合, G 对
X 的左作用是一个映射：

G×X → X, (σ, x) 7→ σ · x.

这个映射满足结合律和单位元的性质, 即对任意的 σ, τ ∈ G 和 x ∈ X, e 是 G 中的单位元：

(στ) · x = σ · (τ · x), e · x = x.

对于给定的 x ∈ X,它的轨道是所有形如 σ·x的元素构成的集合：Gx := {σ·x | σ ∈ G}.
在这些术语下, 我们其实定义了置换群 Sk 作用在线性空间 V 上的 k 重线性函数的空间

Lk(V ) 上的左作用.值得注意的是, k 重线性函数的空间 Lk(V ) 上的左作用是线性的,我们
留作习题. 类似地, 我们可以定义右作用, 在此不多赘述.

任给一个 k 重线性函数 f ∈ Lk(V ),我们可以利用它生成一个对称的 k 重线性函数 Sf

和一个交替的 k 重线性函数 Af , 它们分别定义为

(Sf)(v1, . . . , vn) =
∑
σ∈Sk

f(vσ(1), . . . , vσ(k)),

和

(Af)(v1, . . . , vn) =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)f(vσ(1), . . . , vσ(k)).

或者使用更加精简的术语：

Sf =
∑
σ∈Sk

σf, Af =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)σf.

可以证明 Sf 和 Af 确实分别是对称和交替的, 我们只对后者给出证明：对任意的
τ ∈ Sk, 当 σ 遍历 Sk 时,τσ 也遍历 Sk, 所以有：

τ(Af) =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)τ(σf)

=
∑
σ∈Sk

(sgnσ)(τσ)f =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)(sgn τ)2(τσ)f

= (sgn τ)
∑
σ∈Sk

(sgnστ)(τσ)f

= (sgn τ)Af.

这样就给出了证明, 对于 Sf 的证明就更容易了, 留作习题.
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10.1.4 张量积与楔积

定义 10.3 张量积

f 和 g 分别是线性空间 V 上的 k 重和 l 重线性函数, 它们的张量积f ⊗ g 是 V 上的

k + l 重线性函数, 定义为

(f ⊗ g)(v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vk+l) = f(v1, . . . , vk)g(vk+1, . . . , vk+l).

对于张量积, 一般不会谈它的交换律, 但是张量积满足结合律, 即对线性空间 V 上的任

意的多重线性函数 f, g, h, 都有

(f ⊗ g)⊗ h = f ⊗ (g ⊗ h).

不失一般性, 我们假设 f, g, h 分别是 k, l,m 重线性函数, 那么对于任意的 v1, . . . , vk+l+m ∈
V , 都有：

((f ⊗ g)⊗ h)(v1, . . . , vk+l+m) = (f ⊗ g)(v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vk+l)h(vk+l+1, . . . , vk+l+m)

= f(v1, . . . , vk)g(vk+1, . . . , vk+l)h(vk+l+1, . . . , vk+l+m)

= f(v1, . . . , vk)(g ⊗ h)(vk+1, . . . , vk+l+m)

= (f ⊗ (g ⊗ h))(v1, . . . , vk+l+m).

例 10.1 张量积视角下的双线性函数

令 e1, . . . , en 是 V 的一组基, 其对偶基为 e1, . . . , en, 我们研究 V 上的双线性函数 〈, 〉.
对于任意的 v, w ∈ V , v =

∑
ei(v)ei, w =

∑
ei(w)ei, 记 gij = 〈ei, ej〉, 那么我们可以

将双线性函数 〈, 〉 以张量积的形式表示：

〈v, w〉 =
∑

1⩽i,j⩽n

ei(v)ej(w)〈ei, ej〉 =
∑

1⩽i,j⩽n

gij(e
i ⊗ ej)(v, w).

这其实表明双线性函数的取值其实完全由其在基上的取值决定.

如果线性空间 V 上的多重线性函数 f, g 都是交替的, 它们的张量积 f ⊗ g 的交替性并

不是良好定义的, 这就引导我们定义一种形式的积, 让它具有交替性, 这就引出了下面的楔
积的概念.

定义 10.4 楔积

楔积定义中的系数
1

k!l!
是为了弥补求和中的重复：
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另外一种避免求和中的冗余的方法是对求和的方式加以限制：如果 σ(1, . . . , σ(k)) 和

σ(k + 1), . . . , σ(k + l) 都是递增的, 亦即

σ(1) < · · · < σ(k), σ(k + 1) < · · · < σ(k + l),

则称置换 σ ∈ Sk+l 是一个 (k, l)-shuffle, 这样楔积的定义就可以重写为：

(f ∧ g)(v1, . . . , vk+l) =
∑

(k,l)−shuffle σ

(sgnσ)f(vσ(1), . . . , vσ(k))g(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)).

这样定义的楔积只需要对 Ck
k+l 个置换求和, 而不是对 Ck+l! 个置换求和, 就避免了冗余.

楔积满足斜交换律和结合律, 但是这两个性质的证明都不简单, 我们先证明一个引理：

引理 10.1

如果 f, g 分别是线性空间 V 上的 k 重和 l 重线性函数, 那么:

A(A(f)⊗ g) = k!A(f ⊗ g), A(f ⊗A(g)) = l!A(f ⊗ g).

定理 10.1 楔积的斜交换律与结合律

设 f, g, h 分别是线性空间 V 上的 k, l,m 重线性函数, 那么有：

f ∧ g = (−1)klg ∧ f, (f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h)

在上述证明中, 我们发现了:

f ∧ g ∧ h =
1

k!l!m!
A(f ⊗ g ⊗ h).

我们可以将楔积推广到任意数目的参数上：如果 fi ∈ Adi
(V ), 那么

f1 ∧ · · · ∧ fk =
1

d1! · · · dk!
A(f1 ⊗ · · · ⊗ fk).

10.1.5 副产品：行列式

其实就是练习中的 3.8

10.1.6 外代数
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定义 10.5 代数

如果一个线性空间 A 满足下面条件:

定义 10.6 外代数

对于有限维线性空间 V , 若 dimV = n

外代数其实是一个斜交换的分次代数（挖坑）

A∗(V ) 作为一个线性空间, 我们应该了解它的最基本结构：维数和基. 而我们只需要研
究 Ak(V ) 就可以了. 我们首先引入下面的记号：

引理 10.2

定理 10.2

k 重交替线性函数 αI , I = (i1 < · · · ik), 构成了 Ak(V ) 的一组基.

这个定理有两个直接推论：

维数

如果 k > dimV , 那么 Ak(V ) = {0}.

赫尔曼·格拉斯曼在十九世纪提出了外代数的概念, 他穷极一生, 建立起了以外代数为
基础的大厦, 将向量值的微积分从 R3 推广到了 Rn. 然而, 格拉斯曼的成果在他生前并未
得到应有的认可与重视,事实上,由于当时的领军人物莫比乌斯与库尔默并不能理解他的工
作, 格拉斯曼的论文被拒, 更无法得到在大学的职位. 直到十九世纪与二十世纪之交, 外代
数的终于在微分几何大师嘉当的手中大放光芒, 成为了微分形式的代数基础.

10.2 欧氏空间的微分形式

我们首先回顾一下梯度场和全微分的概念：设 D ⊂ Rn 是一个开集, f : D → R 为多
元函数, 若 f 在 x0 处可微, 则 f 在 x0 处的梯度 ∇f(x0) 定义为

∇f(x0) =
(
∂f

∂x1
(x0),

∂f

∂x2
(x0), · · · , ∂f

∂xn
(x0)

)
.
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并且, f 在 x0 处的全微分 df(x0) 可以用梯度表示为

df(x0) : Rn → R, u 7→ ∇f(x0) · u.

我们完全可以使用线性代数中的对偶来解释：

10.3 习题

10.3.1 线性代数基础

1. 证明：k 重线性函数的空间 Lk(V ) 上的左作用是线性的. 亦即对于任意的 f, g ∈
Lk(V ), σ ∈ Sk 和 λ ∈ R, 都有:

σ(f + λg) = σf + λσg.

2. 若 f 是线性空间 V 上的 k 重交替线性函数, 证明：

Af = (k!)f.
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